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1. Betrouwbaarheidsinterval bij 2 steekproeven. 
Gegeven zijn twee steekproeven: 
x 1 , .••••• ,xnvan de stochastische variabelex en 
Y1,. • • • • .,ym II Ii II If y. 
Er wordt ondersteld dat ~ en y verdelingen hebben, dis 
alleen in hun gemiddelden kunnen verschillen. Dus: 
i X - 'Z,•y ::= c) 
en~ en y +S hebben dezelfde verdeling. 
Gevraagd wordt op grand van de steekproeven een be-
trouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel o< voor 
cS te bepalen. 
Deze vraag kan warden beantwoord met behulp van de 
toets van WILCOXON, welke wordt behandeld in memorandum S Ji -
(M 7) van het Mathematisch Centrum. Daarin wordt de toetsing~ 
grootheid U van WILCOXON voor steekproeven van de uitgebreid-
heid n van x en van de uitgebreidheid m van z gedefinieerd 
e.n de verdeling 
~ en y dezelfde 
van U beschreven ender de hypothese H dat 
- 0 
verdeling hebben. Als de verdeling van U 
onder H0 bekend is, kan de kritieke waarde UE worden bepaald, 
gedefinieerd als de grootste waarde, die U kan aannemen 
waarvoor geldt: 
Voor de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval ga8n 
wij nu als volgt te werk: 
1. Bepaal alle m n verschillen van een waarneming van x en 
een waarneming van y, die men uit het waarnemingsmateriaal 
lean vormen, 
2. Rangschik deze verschillen naar opklimmende grootte, 
3, Bepaal voor ieder verschil x. - y. de volgende aantallen: 
l .l 
a= het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil, 
b .. het aanta1·verschillen, groter dan dat verschil. 
Ala wij de. grens:~tn ecn naar boven-begrensd een?i ~~ 
betrouwbaarheidsinterval willen bepalen, 
< 1) Hieronder te verstaan de kans dat U = Uc is, als H0 geldt. 
··2-
z~eken wi j 2 opeenvolgende verschillen: ct1 en ct1 ( d'1 < a1) 
z6dani_g dat b 1 + ½a 1 > Uo< en b 1 +½a1..c:::uo< is, waarbij a 1 en b 1 
resp. ia1 en b1 de bij d 1 resp. a1 behorende aantallen a en b 
gedefinieerd in punt 3 zijn en~ de gekozen onbetrouwbaarheids-
drempel is. Is nu 1, L l£" cl1;, vfo:·dt het bet1~ow,'JbaarheidsJ_nte"/_ 
vn 1 (~ ~- d1 e·n ·'1 Q rlli,:• d· e-•e··i .JO\i'81')0' 1"817S c1 l8· 1Jl' J. ,,., at i' n+-(0• ··,•,·7,:; ·1 ~ ~ - ~ - - ;,.) ,_. ,t t.J ' 1 1 ;· - b -- - l • .) ' ' j ' ! .l c:;: V .... ,_ (~ . -
behoo:>Lis ecl1te,_· voo1" d.,,: b:r~ . Ue<.; _dan wordt het inte;:0 val 
c) < a1 en }sdus d!~een bo.rengnns d12 niet-b1jh:t interv2l 1J8hoort. 
Als wij echter de grens van een naar beneden begrensd eenzij-
dig betrouwbaarheidsinterval willen bepalen 0 zoeken wij 2 op-
eenvolgende verschilien a2 en ct2 (ct2 > d~) (met aantallen a 
en b,in 3 gedefinieerd, gelijk aan a2 en b 2 resp. a2 en b 2Y 
zodanig dat :b2 + ½a2.<mn - ~ en b 2 -+- ½a2 ~ mn - Uo< i:3. 
Als nu b 2?;, mn •- Uc1. wordt het betrouwbaarheids interval 
S > a2 en is dus a2 een benedengrens, die bij het interval 
behoort, is daarentegen b2 < mn - Uo<, dan wordt het interval 
J> d2 en is dus d 2 een benedengrens, die niet bij het inter-
vaJ behoort. 
Indien men een twwezijdig begrensd betrouwbaarheidsin-
terval wil verkrijgenJ bepaalt men als boven aangegeven een 
bovengrens en een benedengrens, maar dan ieder bij een onbe-
trouwbaarheidsdrempe1 ~o<, also< de voorgeschreven onbetrouw-· 
baarheid is, 
Voor·beeld: 
Waarnemingen van x: 18,2; 16,2; 20,3; 17,4; 18,9; 21,4 
ti II y: 16,7; 12,5; 15,2; 14,3; 15,92 17,8 
Gevraagd wordt een tweezijdig begrensd betrouwbaarheids-
interval voor cS = C, x -- t y bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 
ex = o, 05. 
Oplossing: Wij vinden in een tabel va~ de verdeling van 
de toetsingsgrootheid U van WILCOXON (zie b.v.~Jvan de lite-
ratuurlijst): 
mn - = 36 - 5 = 31 
Wij rangschikken nu de x- en de y-waarnemingen naar op-




;I'abel der verschillen xi- y, in het voorbeeld 
--J---------
waarnemingen van x 
16,2 17, i~ 18,2 18,9 20,3 :21 J !~ 
f 12,5 +3,7 +4,9 +5,7 +6,4 +7,8 +8., 9 
- 14,3 +1, g· +3,1 +4;6 +6.,o +7, 1 +3,9 
waar- 15,2 +1:iO +2.,2 +3.iO +3,7 +5.,1 +6., 2 
nemingen 15,9 +0,3 +1;5 +2,3 +3,0 +4 J+ +5,5 van y , 
16,7 0 r-- , :J +0,7 +1, 5 +2,2 +3.i6 +4,7 
17,8 -1.,6 --0, 4 +o,4 +1,1 +2,5 +3,6 
Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende 
grootte en bepalen de aantallen a en b boven vermeld: 
a b 
-
-· 1 , 6 1 35 +1,9 
-·O, 5 1 34 +2,2 
.,.Q, L;. 1 33 +2,3 
+0,3 1 32 +2,5 
+o, J..1. 1 31 +3,0 
+0,7 1 30 +3,1 
+1,0 1 29 +3,6 
+1,1 1 28 +3,7 
+1,5 2 26 +3,9 
Wij vinderi nu: 












b a b 
25 +4,4 1 12 
23 +~- ,6 1 11 
2'' c.. +L:., 7 1 :10 
21 +4,9 1 9 
19 +5.,1 1 8 
18 +5,5 1 7 
16 +5,7 1 6 
14 +6;0 1 5 
13 +6.92 1 4 
·- 5½ 
voor d~ = 6,2: b~ +½a~= 4½ 
b1 = 5 = uo,025 dus s < d1 ::: 6,o 
voor d2 = 0,7; b2 + la 2 2 = 30½ 
voor d' 2 = 0 .9 J+: b' 2 + ·i)a2 = 31} 
b' = 31 = mn - uo,025 dus J > d2 == 
a b 
+6,4 1 3 
+7,1 1 2 
i 
+7,8 1 1 
+8,9 1 0 
0,7 
·· 3 ·-
Het tweezijdig begrensdebetrouwbaBrheidsinterval wordt 
dus: 
+o , 7 -,:::: J < +6 , o , 
N.B. De feitelijke eenzijdige overschrijdingskans van U = 5 
bij m = n = 6 is 0.902, Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel O_,0J, 
zouden wij dus hetzelfde interval gevonden hebben. Het ver-
dtent aanbeveling om deze kleinst mogelijke onbetrouwbaarhej_d 
op te geven, aangezien deze aanzienlijk lager kan ziJn dan 
de voorgeschreven waarde. 
In vele gevallen kan de waarde van U£ allean biJ bena-
dering bepaald wo rel en (Zie [1]) In die gevallen geldon 
. 
de betrouwbaarheidsgrenzen uiteraard ook alleen bij benade-
ring. 
2. Betrouwbaarheidsinterval biJ aan aanta~ paren steekproeven. 
Gegeven zijn k paren stochastische grootheden .2::_1 ,Y1 
(i = 1, .. .... ,k). Wij beschikken over onderling onafhanke-
lijke steekproeven van ieder van de grootheden: 
x. 11 •••• x1 van x.} ~ ,ni -l (i = 
y 11 , .... y. van y. 
, l,m1 -l 
1, ..... ,k) 
Er w0rdt ondersteld, dat x 1 en y. verdelingen hebben, 
- -l 
die alleen in hun gemiddelden kunnen verschillen"' terwijl 
deze verschillen dan vooralle i gelijk zijn. Dus~ 
G ~i - t, Yi = ~ ( i = 1, ...•. , k) 
en .2::_1 en y1 + d hebben dezelfde verdeling ( Deze verdelinc 
behoeft voor verschillende waarden van i niet hetzelfde te 
zi jn) . 
Gevraagd wordt op grond van de steekprwen een betrouw-
1::iac:,rheidsinterval voor J, met onbetrouwbaarheidsdrempe1 oZ te 
bGpa1en. 
Deze vraag kan warden beantwoord met behulp van een 
combinatie van k onderling onafhankelijke toetsen van WIL-
COXON. De methode van het combineren van onderling onafhan-
' kelijke toetsen wordt behandeld in memorandum S 102 (M 17 . 
Men kan daarin het volgende vinden: Zij c. (i = 1, ..... ,k) 
l 
een gegeven constante en U. (i = 1, ..... Jk) de toetsingsgroot-
l 
heid U van WILCOXON voor het paar steekproeven x11 ,,, .. ,::in·; 
, l 
Y11 .•• ,.,y.n-, dan heeft 
. l, l 
onder de hypothese H 
0 
dat voor iedere ix. en y. dezelfrl. 
-l -l 
verdeling hebben, bij 
k 
~enadering een normale verdeling met 
gemiddelde: L c. /l,· (. = 1 C C 
en variantie 
k 2 LC 
i: 1 
waarin ,,,-,41 = 1m1 n1 
en cr' 2 - 1 - ( 1 i - _m1n. m, + n. 12. l l l + 1) 
(cventueel met een correctie van gelijke waarnemingen 3 ~ie 
memorandum S 47 (M 7) )J de verwachting resp. de variantie 
onder H0 voorstellen van de toetsingsgrootheid u1 . Indten 
wt j kie zen c 1 = c 2 = " . , . "' ck "'" 1, kan men hierui t onm:Lc~--
delijk de verdeling van I= f Ui onder de hypothese H0 
afleiden, dus ook de grootste waarde ~ , die T kan aannemr·,, 
en waarvoor geldt: 
Voor de hepaling van het betrouwbaarheidsinterval 
gaan wij als volgt te werk: 
k. 
1" Bepaal alle L nL n, verschillen van een waarneming van 
;_ ~"1 l l 




2, Rangschik de verschillen naar opklimmende groottei 
3, Bepaal voQr ieder verschil x 1 j - y11 : 
a= het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil 2 
b = het aantal verschillen, grater dan het verschil. 
Men gaat verder geheel te werk als beschreven is i~ 
par, 1 voor een paar steekproeven, met dien verstande dat 
men voor Uo( moet lezen T~-
Voo1·beeld: 
l{ = 2 
waarnemingen van 
.?S.1 : 5.,65 6,20 5,05 5,50 
II II y1: 3,00 3,15 2,85 3,20 
II II 
x2: 7,05 8,40 7,35 7,60 
Ii II y2: 3,95 5,65 4 _, 35 3,95 
-~tevraagd: wordt weer een tweezijdig begrensd betrouwbaar--
heidsinterval voor .£-=[x. _[ y_ bij een onbetrouwbaar:~--i-1r1 
< -L 
d.rempel d--- = 0,05" 
Oplossing: Wij vinden met behulp van een tabel van de ver-
deling van de toetsingsgrootheid U voor de kritieke waar-
den: 
-I 
0,0 2.5 == 4 en _T 0,02.5 
-6--
(deze kritieke waardcn zijn niet bepaald met behulp van boven-
beschreven benaderlng 1 doch afgeleid uit de exacte verdeling 
vi' n U 1 + u2 ., die in d:L t geval gemakke 1 i jk te bepalen is) , 
Wij rangschikken de x1 en y 1 waarnemingen weer nacir op-
klimmende grootte en bepalen de verschillen: 
Tabel der verschillen x 1 j-=--Zil" 
wasrnemingen van y1 
2.,85 31-- 3115 3,20 
5,05 2.,20 2,05 1,90 1,85 
wa;ci.r- 5,50 2.,65 2.,50 2.,35 2.,30 
ncmingen 5,65 2., ~;o 2.,65 2,50 2., 1+5 van x 
~1 6,20 3.,35 3,20 3.,05 3,--
waarnemingen van y 2 
3,95 ( 2) 4,35 5.,65 
7.,05 3110 ( 2) 2,70 1,40 
vrnar-- 7.,55 3 .,60 ( 2) 3,20 1,90 
n emingen 7.,60 3.,65 ( 2) 3,25 1,95 
van 2\: 2 8140 ii )_15 • J ' ( 2) 1+' 05 2.,75 
·-
(l!aarnemingen en verschillen waarachter het cijfer (2) ver--
meld is komen 2 maal voor). 
Wi,j rangschikken nu de verschillen naar opklimmende 
srootte en bepalen de aantallen a en b gedefinieerd in pa~.1: 
a '"' 0 b u a b a b 
1., 1:0 1 31 2.,30 1 24 2,75 '1 16 3325 1 8 
1.,35 1 30 2.,35 1 23 2.,80 1 '15 3,35 '1 7 
1., 90 2 28 2 J~.l=j 
., - 1 22 3,-- '1 14 3_.60 2 5 
1,95 1 27 2.,50 ') 20 L.. 3,05 '1 13 3,65 2 "J ..) 
2.,05 1 26 2.,65 2 '18 3,'10 2 11 4,05 1 2 
2.,20 1 25 2.,70 1 '17 3,20 2 9 4 _.45 2 0 
Wij vind.en nu: 
voor d. '1 = 3,60 b'1 -\- 18 2c '1= 6 
d' == 3,65 b' + ;~;JI:= ).1 1 '1 ,_ '1 f 
b '1 == 5> 1,02.5 == !; dus 6< ct1 == 3,65 
·· 7 .. 
voor d2 == 
Ii d' = 2 
b' 2 == 
Het tweezijdig begrensde betrouwbaarheidsinterval wordt 
dus: 
1,9s < J < 3, 6s 
Ltteratuur: 
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